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Wstep

Wszystko, co zawiera niniejsza ksigzka, zdarzyto sie w szkole. Z niektérymi tema-
tami uczniowie zgtaszali sie sami, bo ich interesowaty, niektére tematy ja rozwijatem
na lekcjach, nie tyle rozszerzajac nasz polski program, co wktadajac go w nieco inny
kontekst matematyczny. Uczniowie sycili tymi tematami swoja ciekawo$¢, a ja bede dtu-
go pamietat te momenty, kiedy widziatem ich rado$¢ poznania i zrozumienia réznych,
nowych konstrukcji matematycznych.

Nad niektérymi tematami pracuje z uczniami od wielu lat. W kazdej kolejnej grupie
uczniow, niezaleznie od etykietek, jakie im przyznawano, zainteresowanie jest podsta-
wa dobrej nauki. Oczywiscie, kazdy temat mozna zrobi¢ dowolnie trudnym. Staram sie
przedstawia¢ kolejne tematy w przystepny sposob, ale ciagle dostrzegam fragmenty,
ktore planuje za rok zrobi¢ lepiej, zreczniej, zeby ich nauka byta ciekawsza, tatwiejsza,
skuteczniejsza.

Ta ksigzka jest podsumowaniem takich wtasnie wysitkow.

Tematy sg uporzadkowane w kolejnosci podobnej do kolejnosci dziatéw podstawy
programowej. Kazdy rozdziat jednak rézni sie i pod wzgledem stylu, i pod wzgledem
stopniowania trudnosci. W cze$ci I znalazto sie 7 rozdziatéw, a w czesci Il - pozostate
3 rozdziaty.

Trudno nie zna¢ algorytmu Euklidesa i paru jego zastosowan, w geometrii - twier-
dzenia Menelaosa czy twierdzenia Cevy. Nie mozna nie zna¢ indukcji matematyczne;j.
Geometria trojwymiarowa nie powinna ograniczac sie do graniastostupéw i ostrostu-
pow oraz kul i walcow. Nie mozna nie zna¢ podstaw rachunku rézniczkowego i catko-
wego, w szczegdlnosci rachunku catkowego. To nie jest w porzadku, Ze Polska jest do$¢
wyjatkowym krajem w Europie, w ktérym uczniowie maja programowo nie znac catek.

W moim nauczaniu jest ukryty pewien program. Chciatbym, zeby nauka matematyki
polegata w wiekszym stopniu na nauczaniu wtasnie matematyki, a nie zeby polegata
tylko na przygotowaniu do egzaminu.

Gdy bardziej znasz matematyke, gdy rozumiesz wiecej niz wymagaja arkusze
egzaminacyjne, lepiej dostosujesz sie do wymagan egzaminacyjnych. Bedziesz duzo
skuteczniejszy. Gdy jeste$ w klasie maturalnej, czyz nie patrzysz ,z géry” na matematy-
ke ze szkoty podstawowej? Jakie to byto tatwe...

Zycze Wam, Zebyscie na kazdy egzamin z matematyki mogli spojrze¢ z gory jeszcze
przed nim. Wymagajcie od siebie duzo, nawet gdyby inni tego od Was nie wymagali.

Autor

Podziekowania

Chciatbym bardzo serdecznie podziekowa¢ redaktorowi Jankowi Baranowskiemu
za wsparcie i mobilizacje.

Chciatbym tez podziekowa¢ moim uczniom, ktérzy swoimi zainteresowaniami
w duzym stopniu kierowali mnie w strone tematdw tej ksigzki.



1. LICZBY

Liczby naturalne N={0,1,2,3, ..}
Liczby catkowite Z={.-3,-2,-1,0,1,2,3,..}

Liczby wymierne Q:{B:pel,quiq;tO}
q
Liczby niewymierne to te liczby, ktére nie dadza sie przedstawi¢ w postaci

utamka majacego i w liczniku, i w mianowniku liczbe catkowita.
Liczby wymierne i niewymierne razem tworzg zbior liczb rzeczywistych R.

Uwaga. W podrecznikach szkolnych liczby catkowite oznaczane sg przez C, wy-

mierne przez W, ale w ksigzkach akademickich wymierne sg @, a catkowite Z,
tak jak w catej $wiatowej literaturze.

Liczby catkowite. Dzielenie z reszta

Twierdzenie 1.1 (o dzieleniu z reszta)

Dla dowolnych dwoch liczb catkowitych a i b, b # 0, istnieje doktadnie jedna
liczba catkowita q i doktadnie jedna liczba catkowitar, 0 <r < |b|, Ze
a=q-b+r.

Liczba q jest ilorazem dzielenia a przez b, a liczbe r nazywamy resztg z tego
dzielenia.
Jesli r=0, to méwimy, Ze a dzieli sie przez b bez reszty.

Oznaczenie. Fakt, zZe liczba catkowita a dzieli liczbe catkowita b bez reszty, za-
pisujemy a | b.

Przyktad 1.1

a) Oblicz reszte z dzielenia 14 przez -3.

b) Oblicz reszte z dzielenia 14 przez 3.

c) Oblicz reszte z dzielenia —14 przez 3.

d) Oblicz reszte z dzielenia —14 przez —3.
Rozwigzanie

a) 14=-4-(-3)+2.llorazem jest —4, reszta 2.
b) 14=4-.3+ 2. llorazem jest 4, a resztq 2.

c) -14=-5-3+1.llorazem jest -5, areszta 1.
d) -14=5:(-3)+ 1. llorazem jest 5, a reszta 1.
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Wilasnosci dzielenia z reszta
W, Reszta nie jest liczba ujemna.
W, Reszta z dzielenia a przez b jest taka sama jak reszta z dzielenia a przez —b.
W, Jesli ilorazem dzielenia a przez b jest g, to ilorazem dzielenia a przez —b
jest—q.
W, Reszta z dzielenia a przez b sie nie zmieni, jesli do a dodamy dowolng
wielokrotnos¢ liczby b.
W: Jesli reszta z dzielenia a przez c jest r;, aresztg z dzielenia b przez cjestr,,
to przy dzieleniu przez c
() a+bir,+r, majg te same reszty
(ii) a—bir, — r, majg te same reszty
(iii) ab i ryr, majg te same reszty.
Dowodd
W,. W okre$leniu reszty r z dzielenia a przez b jest nieréwnos¢ 0 < r < |b|.
W, i W;. Skoroa=qb +r,toa=—q(-b) +r.
W,. Niech k bedzie dowolng liczbg catkowita. JeSlia=qb +r,
toa—kb=(q—k)b+r.
W,. Oznaczmy a=q,c+ry, b=q,c+r,.
a+b=qc+q,c+ri+r,=(q +q)c+r +1,
a-b=q,c—qyc+r —1;=(q,—q)C+ 11— T,
a+b=(qiC+11)(qaC + 1) = Q1567 + quIoC + GoriC+ i1y =
=(q192C + Q172 + @o11)C + 111
Prawa strona rézni sie od lewej o pewng wielokrotno$¢c. m

Przyklad 1.2

Oblicz reszte z dzielenia 21%0 + 3190 przez 5.

Rozwigzanie

Chodzi o reszte z dzielenia przez 5 liczby 2190 + 3190 = 1625 + 8125, Stosujagc W5 do
25 czynnikéw, mozemy 16 zastgpic przez 1 i podobnie 81 przez 1. Stosujac W,
otrzymujemy reszte 2.

Analogicznie mozna pokazac, ze 31%0 — 2190 dzieli sie przez 5.

Definicja 1.1

Jesli a i b maja te same reszty z dzielenia przez c, to piszemy a = b.

1.7. Oblicz reszte z dzielenia przez 5 liczby
a) 3101 _ p101
b) 3102 _ 9102
0) 3103 _ 103
d) 3104 _ 9104
e) 3105 _ 2105



1. Liczby

Dzielniki i wielokrotnosci. Indukcja matematyczna

Definicja 1.2

Liczbe naturalna dodatnig nazywamy liczba ztoZona, jesli mozna jg przedsta-
wic jako iloczyn dwdch dodatnich liczb naturalnych wiekszych od 1.

Liczbe naturalng dodatnig nazywamy liczba pierwsza, jesli jest wieksza od
1 i nie mozna jej przedstawic jako iloczyn dwodch dodatnich liczb naturalnych
wiekszych od 1.

Najmniejszg liczba ztoZong jest 4, a najmniejsza liczbg pierwszg jest 2. Liczba 1
nie jest liczba ztoZong, ale tez nie jest liczbg pierwsza.

Uwaga. Liczbe naturalng ztozong mozna tez zdefiniowa¢ réwnowaznie, ze jest
to taka liczba naturalna, ktora da sie przedstawic¢ jako iloczyn dwoch liczb natu-
ralnych mniejszych od nie;j.

Zasada dobrego uporzadkowania liczb naturalnych
Kazdy niepusty podzbidr zbioru liczb naturalnych ma element najmniejszy.

Te wlasnos¢ zbioru liczb naturalnych przyjmuje sie za oczywista.
Nieujemne liczby wymierne i nieujemne liczby rzeczywiste nie sg dobrze upo-

rzadkowane, bo zbiér {1, %% } nie ma elementu najmniejszego.

Twierdzenie 1.2 (o rozktadzie na czynniki pierwsze)

Kazda liczba naturalna wieksza od 1 albo jest liczbg pierwsza, albo da sie
przedstawi¢ jako iloczyn liczb pierwszych.

Dowaéd

Zastosujemy zasade dobrego uporzgdkowania.

Oznaczmy przez A zbiér tych liczb naturalnych wiekszych lub réwnych 2,
dla ktérych twierdzenie jest nieprawdziwe. Nie ma w nim ani jednej liczby
pierwszej, bo dla liczb pierwszych twierdzenie jest spetnione. Ale jesli ten
zbidr jest niepusty, to istnieje w nim element najmniejszy. Nazwijmy te naj-
mniejszg liczbe m. Jest to liczba ztozona, ktéra nie ma rozktadu na czynni-
ki pierwsze. Mozna j3 jednak roztozy¢ na iloczyn dwoch mniejszych od niej
liczb i jednocze$nie wiekszych od jeden. Nazwijmy je a i b. Tak wiec m = ab.
Liczby a i b albo obie s3g pierwsze, albo tylko jedna z tych liczb jest pierwsza,
albo obie s3 ztozone. Jesli obie s3 pierwsze, to wtedy jest sprzecznos¢, bo m
zostatoby roztozone na czynniki pierwsze. Jesli jedna jest pierwsza, a druga
ztozZona, to ta ztozona jako mniejsza od m ma rozktad na czynniki pierwsze.
Znowu sprzecznos¢, bo m dato sie roztozy¢ na czynniki pierwsze. W ostat-
nim przypadku i g, i b s3 ztozone i mniejsze od m, wiec obie maja rozktad
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na czynniki pierwsze, skad m ma rozktad na czynniki pierwsze. Tez sprzecz-
nos¢. Zbidr A jest wiec pusty. Wszystkie liczby naturalne spetniajg twierdze-
nie: albo sg pierwsze, albo rozktadaja sie na czynniki pierwsze. =

Twierdzenie 1.3 (indukcja matematyczna)
Przypus$émy, ze pewien zbior A liczb naturalnych N ma nastepujace dwie
wtasnoSci:

1. 0jestelementem zbioru 4 (0 € A)

2. Dla kazdej liczby k nalezacej do A liczba k + 1 nalezy do 4
wtedy A = N.
Dowoéd
Dowdd opiera sie na zasadzie dobrego uporzadkowania.
Oznaczmy przez B zbior tych liczb naturalnych, ktére nie sg w A. Jesli zbiér B
jest niepusty, to zawiera element najmniejszy, ktory nie jest zerem. Nazwij-
my go m. Wobec tego m — 1 jest elementem A. Je$li m — 1 jest elementem 4,
to i m jest elementem A. Wobec tego m jest i elementem A i B. Niemozliwe.
Przypuszczenie, ze zbidr B jest niepusty prowadzi do sprzecznos$ci. W 4 sg
wszystkie liczby naturalne. m

Uwaga. Zdarza sie, ze chcemy co$ udowodni¢ dla na przyktad n = 3, 4, 5, ...
Wtedy zastepujemy O przez 3 i zbiorem 4 jest {3, 4, 5, ...}.

Udowodnij, ze 412" + 132" — 2 jest podzielne przez 168 dla dowolnego n =0, 1,
2,3, ..
Dowdd (przez indukcje)
Oznaczmy przez A zbior tych liczb naturalnych n, dla ktérych 412" + 1327 — 2 jest
podzielne przez 168.
1. n=0
412:94132°9-2=1+1-2=0jest podzielne przez 168.0 € A.
2. Zatézmy, ze k € A. Wtedy
412k+1) 4 132k+1D) 2 =412-41%k+13%2.13%k-2 =
=132-41?k+132-13%-13%2-2+13%2-2+(412-13%) - 41%k-2=
=132(41%%+13%k-2) + 132 -2 + (412 -13?) - 41?2 =
= 13%(41% + 132 2) + 2 - (132 — 1) + (41 — 13)(41 + 13) - 41%=
=132(41%%+13%-2)+2-12-14 + 28 - (41 + 13) - 41% =
—132(412%k+ 132k 2) + 28 - (12 + 54 - 412F) =
= 13%(41%%+ 132 2) +28-6 - (2+9 - 41%) =
= 13%(41% + 132 2) + 168 - (2+ 9 - 41%)
41%k 4+ 13% — 2 jest podzielne przez 168, bo k € A. 168 - (2 + 9 - 41%%
jest oczywiscie podzielne przez 168, a wiec 412k+1D 4 132k+1D _ 2 jest
podzielne przez 168.k+ 1 € A.
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3. Namocy indukcji A = N. Inaczej méwigc: dla kazdegon=0, 1, 2, ... wyra-
zenie 412" + 132" — 2 jest podzielne przez 168. m

Czasami potrzebna jest tak zwana zasada indukcji zupeine;j.

Twierdzenie 1.4 (zupetna indukcja matematyczna)
Przypus$¢my, ze pewien zbiér A liczb naturalnych N ma nastepujace dwie
wlasnosci:

1. 0 jestelementem zbioru A (0 € A)

2. dla kazdej liczby naturalnej k jesli liczby 0, 1, 2, ..., k— 1 s3 elementa-

mi 4, to k jest elementem A

wtedy A = N.
Dowdd
Dowdd opiera sie na zasadzie dobrego uporzadkowania.
Oznaczmy przez B zbioér tych liczb naturalnych, ktére nie sg w A. Jesli zbior B
jest niepusty, to zawiera element najmniejszy, ktory nie jest zerem. Nazwijmy
go m. Wobec tego 0, 1, 2, ..., m— 2, m — 1 s3 elementami A. Ale jesli tak, to na
mocy (2) m jest elementem A. Wobec tego m jest i elementem A i B. Niemoz-
liwe. Przypuszczenie, ze zbidr B jest niepusty, prowadzi do sprzecznos$ci. W A
sg wszystkie liczby naturalne. m

Uwaga. Zdarza sie, ze warto indukcje zacza¢ nie od 0, ale na przyktad od 3 -
z oczywistymi modyfikacjami.

Przykiad 1.4

Ciaga, n=1,2,3, .., jest zdefiniowany nastepujaco:
a,=1,a,=3,a;=>5idlan> 3 zachodzi réwnos$¢a,=a, ,+a, ,+a, ;. Udowod-
nij, ze wszystkie wyrazy tego ciggu sa nieparzyste.
Dowdd (przez indukcje zupetng)
Oznaczmy przez A zbior tych liczb naturalnych n, n > 3, dla ktérych a,, jest liczba
nieparzysta.
1. a,, a, as;sanieparzyste, wiec1,2i3 sawA.
2. WezZmy teraz dowolng liczbe k > 3 i zat6zmy, ze a,, a,, ..., a,_, sa elemen-
tami A. Wtedy
a,=a,_ .+a, ,+a,_ ;jestsuma trzech liczb nieparzystych, wobec tego
jest liczba nieparzysta. Tak, wiec k jest elementem A.
3. Na mocy indukcji zupetnej A = {1, 2, 3, ...}, czyli wszystkie wyrazy cia-
gua,n=1,2,3,..s3nieparzyste. m

Zbior dzielnikéw liczby naturalnej

Na przyktad zbiorem dzielnikow liczby 12 jest {1, 2, 3, 4, 6, 12}. Zbior dziel-
nikdw liczby pierwszej p sktada sie z dwdch liczb - z jedynki i samej siebie,
czyli jest to zbidr {1, p}.
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Liczba 0 jest wyjatkowa. Zbiorem dzielnikéw 0 jest zbior nieskonczony
{1,2,3,..}.
Wyjatkowa jest tez liczba 1. Jej zbiorem dzielnikdw jest {1}.

Definicja 1.3

Niech a i b beda dowolnymi liczbami naturalnymi, z ktérych przynajmniej jedna
jest dodatnia. Kazda z nich ma swdj zbior dzielnikéw. Cze$¢ wspoélna tych dwdch
zbiordw, czyli zbiér wspdélnych dzielnikéw jest niepusty, bo liczba 1 jest w obu
zbiorach dzielnikow. Najwieksza liczba w zbiorze wspdlnych dzielnikéw jest
wtasnie najwiekszym wspélnym dzielnikiem liczb a i b.

Oznaczamy go NWD(a, b).

Przyktad 1.5

Niech a > 0.
NWD(0, 0) nie istnieje.
NWD(a, b) = NWD(b, a)

NWD(a, 0)=a
NWD(a, a)=a
Udowodnij:
Jeslia | b, to NWD(a, b) = a.
Rozwigzanie

Najwiekszym dzielnikiem liczby a jest liczba a. Najwiekszy wspolny dzielnik
a i b nie moze by¢ wiekszy niz a, ale wlasnie a dzieli réwniez b, wiec jest naj-
wiekszym wspolnym dzielnikiem liczb a i b.

Definicja 1.4

Jesli jedynym wspélnym dzielnikiem dodatnich liczb a i b jest liczba 1, to liczby
a i b nazywamy wzglednie pierwszymi. Inaczej méwiac, dodatnie liczby a i b
sg wzglednie pierwsze, gdy NWD(q, b) = 1.

Twierdzenie 1.5 (lemat! Euklidesa)
Niech a, b € Z_ iniech a > b. Wtedy
NWD(a, b) = NWD(a — b, b).

Ten lemat mozna stowami wyrazic tak. Jesli mamy znalez¢ najwiekszy wspol-
ny dzielnik dodatnich liczb catkowitych, to mozemy je zastgpi¢ mniejsza z nich
irdznicg wiekszeji mniejszej, a najwiekszy wspoélny ich dzielnik bedzie taki sam.
Powtarzajgc taki krok, by¢ moze wiecej razy, mozemy znalezienie najwiekszego
wspolnego dzielnika dwoch dodatnich liczb catkowitych zastgpi¢ znalezieniem

! Lemat to zwykle twierdzenie pomocnicze, formutowane jako etap dowodu innego
(wazniejszego) twierdzenia.
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najwiekszego wspoélnego dzielnika liczby mniejszej i reszty z dzielenia liczby

wiekszej przez mniejsza:

NWD(a, b) = NWD(a — kb, b),
gdzie k jest ilorazem dzielenia a przez b.
Lemat Euklidesa mozna wiec wzmocnic.

Twierdzenie 1.6 (lemat Euklidesa mocniejszy)

Niech a, b € Z, oraz a > b. Wtedy dla dowolnej liczby naturalnej k

NWD(a, b)= NWD(a—k - b, b).

Dowod

Wystarczy pokazac, ze zbidr wspolnych dzielnikow liczb a i b jest taki sam jak
zbior wspolnych dzielnikow liczb a — kb i b.

Pokazemy najpierw, ze zbiér wspolnych dzielnikéw liczb a i b jest zawarty
w zbiorze wspélnych dzielnikow liczb a — kb i b. Zat6zmy, ze liczba c dzieli
ia,ib. Wtedy dzieli réwniez a — kb. Jest wiec wspdlnym dzielnikiem liczb a,
bia—kbib.W szczegblnosci jest wiec wspolnym dzielnikiem liczb a — kb i b.
Teraz pokazemy, ze zbior wspélnych dzielnikow liczb a — kb i b jest zawarty
w zbiorze wspélnych dzielnikéw liczb a i b. Zat6zmy, ze liczba c dzieli liczby
a — kb i b. Wtedy dzieli réwniez liczbe (a — kb) + kb = a, dzieli wieci a, i b,
i a — kb. W szczegélnosci dzieli a i b. Jest wiec wspélnym dzielnikiem liczb
aib.

Pokazali$my, Ze zbidr dzielnikéw liczb a i b i zbidr dzielnikéw liczb b i a — kb
sg rowne. Najwiekszy ich element jest tg sama liczbg, ktéra jest jednocze$nie
NWD(a, b)i NWD(a— kb, b). m

Algorytm Euklidesa
Dane sg dwie nieujemne liczby catkowite a i b, nie obie zerowe, przy czym
a > b. Chcemy znalez¢ d = NWD(a, b).
1. Jeslib=0, to d=a. Koniec. Jesli b > 0 idz do kroku 2.
2. Dzielimy wieksza liczbe przez mniejsza w liczbach catkowitych. Dziel-
nik i reszta tworza nowa pare, ktérg nazywamy a i b. IdZ do kroku 1.

Przyktad 1.6

NWD(437,323)=NWD(323,437 —323)= NWD(323, 114) =
=NWD(114,323 -2 - 114)=NWD(114, 323 - 228)=NWD(114, 95) =
=NWD(95, 114 - 95) = NWD(95, 19) =
=NWD(19,95-5:19)=NWD(19,0)=19

W nastepnym przyktadzie zobaczymy, jak algorytm Euklidesa poradzi sobie
z liczbami a = 5775 i b = 2015. Od razu wida¢, ze 5 jest wspélnym dzielnikiem

obu liczb. Ale czy jest najwiekszym?
W lewej i prawej kolumnie uzywamy symboli a i b.

11



12 Matematyka dla dociekliwych licealistow. Czes¢ |

Przyktad 1.7

Uzywajac algorytmu Euklidesa, znajdz NWD(5775, 2015).
Rozwigzanie

Oznaczmy a=5775,b=2015.

a 5775 2015 b

a-2b 2015-2-2015=1745 {2015 b

a-2b 1745 2015-1745=270 |b-1-(a-2b)=-a+3b

a-2b-6(-a+3b)= |1745-6-270=125 |270 -a+3b

=T7a-20b

7a-20b 125 270-2-125=20 |-a+3b-2(7a-20b)=
=-15a+43b

7a-20b-6-(-15a+ |125-6-20=5 20 -15a +43b

+43b)=97a-278b

97a-278b 5 20-4-5=0 -15a+43b-4-(97a-278b) =
=-403a+1155b

NWD(5775,2015)=5. W lewej dolnej komdrce tabeli widac, ze
NWD(5775,2015)=97 - 5775 -278 - 2015.

Definicja 1.5

Liniowa kombinacja liczb a i b o wspoétczynnikach catkowitych nazywamy
kazde wyrazenie postaci xa + yb, w ktorym x i y sg liczbami catkowitymi.

Powyzszy przyktad pokazuje, ze NWD(5775, 2015) jest liniowg kombinacja
o wspotczynnikach catkowitych liczb 57751 2015.

Sprébujmy jeszcze raz znalez¢ NWD(a, b) metoda Euklidesa i zobaczy¢, jaka
kombinacjg liniowg liczb a i b jest NWD(a, b).

Przykiad 1.8

Znajdz NWD(5776, 2016) i pokaz, jaka kombinacjg liniowa liczb 5776 i 2016
jest NWD(5776, 2016).

Rozwigzanie

a 5776 2016 b

a-2b 5776-2-2016=1744|2016 b

a-2b 1744 2016-1-1744=272 |b-(a-2b)=-a+3b
a-2b-6(-a+3b)= |1744-6-272=112 |272 -a+3b

=7a-20b
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7a-20b 112 272-2-112=48  |-a+3b-2(7a-20b)=-15a+
+43b
7a-20b-2-(-15a+ [112-2-48=16 48 -15a+43b
+43b)=37a-106b
37a-106b 16 48-3-16=0 -15a+43b-3 - (37a-106b) =
=-126a+361b

NWD(5776,2016) =161 NWD(5776,2016)=37 - 5776 — 106 - 2016.

Twierdzenie 1.7

Dla dowolnych dwéch nieujemnych liczb a i b, z ktérych przynajmniej jedna
jest dodatnia, istniejg takie liczby catkowite x i y, ze NWD(a, b) = xa + yb.
Dowadd

Kolejny krok algorytmu Euklidesa zastepuje wyjsciowa pare liczb a i b przez
»mniejsza” pare liczb a' i b’, gdzie a’ < a i b’ < b i przynajmniej jedna z tych
nieréwnosci jest ostra, przy czym i a’, i b’ s3 kombinacjami liniowymi a i b.
Nastepny krok zastepuje pare a’i b’ ,mniejsza” parag a” i b", przy czymia”,ib"
sa kombinacjami liniowymi a’ i b’. Kombinacja liniowa kombinacji liniowych
liczb a i b jest kombinacja liniowa liczb a i b, wiec i a”, i b" sa kombinacjami

liniowymi a i b. Ostatecznie NWD(a, b) jest kombinacjg liniowa liczbaib. m

Whniosek 1. Niech liczby a i b beda nieujemne i przynajmniej jedna nich niech
bedzie dodatnia.

Kazdy wspolny dzielnik liczb a i b dzieli réwniez NWD(a, b).

Dowdd

Wspdlny dzielnik liczb a i b dzieli rowniez dowolng kombinacje liniowa liczb
aib, a wiec takze liczbe NWD(a, b), ktdra jest pewna kombinacja liniowg liczb
aib. m

Whiosek 2. Zbior wszystkich dzielnikow liczby NWD(a, b) jest tym samym zbio-
rem, co zbioér wspdlnych dzielnikéw liczb a i b.

Dowoéd

Wniosek 1 moéwi, ze wspolny dzielnik a i b dzieli NWD(a, b).

Natomiast NWD(a, b) dzieliiai bijeslijakas liczba dzieli NWD(a, b), to dzielii a,
i b, czyli jest wspélnym dzielnikiemaib. =

Twierdzenie 1.8 (twierdzenie Bézouta)

Niech a i b beda dwiema nieujemnymi liczbami catkowitymi, z ktérych przy-
najmniej jedna jest dodatnia. Najmniejsza dodatnia kombinacja liniowa o cat-
kowitych wspétczynnikach liczb a i b jest rowna NWD(a, b).

13
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Dowdd

Istnieje przynajmniej jedna kombinacja liniowa liczb a i b, ktéra jest dodat-
nia, a jest nig na przyktad 1 - a+ 1 - b =a + b. Jesli istnieje przynajmniej jed-
na dodatnia kombinacja liniowa liczb a i b, to wsréd wszystkich dodatnich
kombinacji liniowych liczb a i b istnieje najmniejsza dodatnia kombinacja
liniowa liczb a i b; oznaczmy taka kombinacje przez xa + yb. Pokazemy, ze
xa + yb dzieli a. Jesli a = 0, to xa + yb dzieli a. Przypus$cmy, ze a > 0. Gdyby
xa + yb nie dzielito liczby a, to z dzielenia a przez xa + yb pozostataby resztar,
0 < r<xa + yb, czyli istniataby taka liczba catkowita k, Ze a = k(xa + yb) + r.
Z tej réwnosci r datoby sie przedstawi¢ nastepujaco r= (1 — kx) - a — ky - b,
a wiec r bytoby dodatnig kombinacjg liniowa liczb a i b mniejsza od najmniej-
szej takiej kombinacji. Niemozliwe. A wiec xa + yb dzieli a. Powtarzajac to
samo rozumowanie, dowodzimy, Ze xa + by dzieli b. Wobec tego xa + yb dzieli
ia, ib.Jest wiec wspolnym dzielnikiem a i b, czyli xa + yb < NWD(a, b), ale
NWD(a, b) dzieliiaib, wiec dzieli xa + yb, zatem NWD(a, b) < xa + yb. Tak wiec
xa+yb=NWD(a, b). m

Twierdzenie 1.9 (nastepny lemat Euklidesa)

Jeslia | bci NWD(a,b)=1,toa]c.

Dowdd

Poniewaz NWD(a, b) = 1, wiec na mocy twierdzenia 1.7 istnieje taka kombi-
nacja liniowa liczb a i b 0 wspotczynnikach catkowitych x iy, ze

NWD(a, b)=1=xa+yb. Awiecc=c-1=c-(xa+yb)=cx-a+y-bc. Wobec
tegoalc. m

Jednoznacznos$c¢ rozkladu liczby na czynniki pierwsze

Liczba naturalna wieksza od jeden jest albo pierwsza, albo ztoZzona. Ztozo-
na ma rozktad na czynniki pierwsze. To byto pokazane wczesniej (twierdze-
nie 1.2). Jednoznaczno$¢ nie byta udowodniona.

Twierdzenie 1.10

Rozktad na czynniki pierwsze jest jednoznaczny.

Dowod

Przypus$émy, ze istnieje liczba, ktéra ma dwa rézne rozkitady na czynniki
pierwsze. Jesli tak, to istnieje najmniejsza taka liczba (z zasady dobrego upo-
rzadkowania). Nazwijmy jg a. A wiec a =p,p,...p,1 a=q,q,...q,,, gdzie wszyst-
kie p; i g; sa liczbami pierwszymi. Zadne p; nie moze sie réwna¢ jakiemus
g, bo wtedy moglibySmy podzieli¢ liczbe a przez p; i otrzymaliby$Smy liczbe
mniejszg od a, ktdra miataby niejednoznaczny rozktad na czynniki pierwsze.
Wobec tego {py, Py - Pn} N {q1, G20 -+ G} =D. Liczba a dzieli sie przez p,, wiec
P119:9;-- 4,y 19,,- Poniewaz p, i q,, sa wzglednie pierwsze (dwie rézne pierw-
sze liczby sa wzglednie pierwsze), wiec z lematu Euklidesa (twierdzenie 1.9)
P11 91959, ;- Kiedy postepujemy tak dalej, okazuje sie, ze p, | q;. I znowu
sprzeczno$¢. Rozktad na czynniki pierwsze jest jednoznaczny. m
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Definicja 1.6

Najmniejsza wspolna wielokrotnos$¢ dodatnich catkowitych liczb a i b to naj-

mniejsza dodatnia liczba catkowita podzielna i przez a i przez b. Oznacza sie ja
NWW(a, b).

Twierdzenie 1.11 (Iemat)

Jeslia|cib|c to NWW(a, b) | c.

Dowadd

Gdyby byto nieprawda, ze NWW(a, b) | c, to istniatyby liczby g i r,
0<r<NWWI(a, b), ze c=k - NWW(a, b) + r. Poniewaz jednak
alcib|ctoia|r,ib|r,wiec NWW(a, b) nie jest najmniejszg wspdlng wielo-
krotno$cia liczb a i b. Sprzeczno$¢ z tym, ze NWW(a, b) nie dzielic. m

Twierdzenie 1.12 (Iemat)
Niech a, b i c bedg dowolnymi dodatnimi catkowitymi liczbami. Wtedy
NWD(ac, bc) =c - NWD(a, b)
NWW(ac, bc)=c - NWW(a, b)
Dowodd
NWD(ac, bc) = xac + ybc, gdzie wyrazenie po prawej stronie jest najmniejszg
dodatnig kombinacjg liniowg liczb ac i ab. Ale xac + ybc = c(xa + yb), gdzie
xa + bc musi by¢ najmniejsza dodatniag kombinacjg liniowa liczb a i b. To kon-
czy dowdd pierwszej rownosci.
NWW(ac, bc) dzieli sie przez ac i przez bc, wiec dzieli sie przez c.

NWW (ac, bc)

NWW (ab, ac) c o :
Zatem = jest liczba catkowita
ac a

NWW (ac, bc)

. NWW (ab, ac) c o ,
i ) = , jest liczba catkowita.
c

NWW (ac, be)
c

Tak wiec > NWW (a, b), czyli NWW(ac, bc) > ¢ - NWW(a, b).

Z drugiej strony ¢ - NWW(a, b) dzieli sie przez ac i dzieli sie przez bc, wiec
c- NWW(a, b)> NWW(ca, cb). m

Twierdzenie 1.13 (Iemat)
Dla dowolnych liczb naturalnych a i b jesli NWD(a, b) = 1, to NWW(a, b) = ab.

1.2. Znajdz najwiekszy wspoélny dzielnik (NWD), stosujgc algorytm Euklidesa.
a) NWD(882,735)
b) NWD(1000001, 1000000)
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c) NWD2(1+2+3+..+n),n+1)
d) NWD2(1+2+3+..+n)+1,n+1)
e) NWD(2n?>+3n+1,n+1)

1.3. Oblicz

a) NWW(12,28)

b) NWW(47, 3)

) NWW(7-13,13)

d) NWW(n,n+1)

e) NWW(2n*+3n+1,n+1)

1.4. a) Zdefiniuj NWD(a, b, c)

b) Czy NWD(a, b, c)= NWD(NWD(a, b), ¢)?

c) Sprébuj uogdlni¢ algorytm Euklidesa z dwéch liczb do znajdywania NWD
trzech liczb.

d) Znajdz NWD(234, 567, 890).

1.5. Udowodnij, ze jeslia | bcd i NWD(a, c)=11iNWD(a,d)=1,to a|b.

Algorytm Euklidesa i ,odcinanie” kwadratow

Mamy prostokat o wymiarach m na n, gdzie m > n. Chcemy go pokry¢ jak naj-
wiekszymi identycznymi kafelkami kwadratowymi. Wiemy, ze mozna go pokry¢
kafelkami kwadratowymi o wymiarach 1 na 1. Ale moze mozna go pokry¢ wiek-
szymi kwadratami? Zobacz na rysunku.

m

m-2n n n

Przypu$émy, ze prostokat zostat pokryty identycznymi najwiekszymi z mozli-
wych kwadratami. Na pewno odciecie kwadratu n na n wzdtuz linii /; nie prze-
tnie Zadnego kwadratu, bo pewna liczba kwadratéw utoZzonych obok siebie
osigga faczng dtugos$¢ rownag n. Podobnie rozumujac, mozna od prostokata na
rysunku odcig¢ za jednym razem dwa kwadraty n na n wzdtuz linii /,. Szukanie
najwiekszego kwadratu, ktérym mozna ,pokafelkowacd” prostokat m na n, spro-
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wadziliSmy wiec do znalezienia najwiekszych kwadratowych kafelkow pokry-
wajacych prostokat n na m — 2n. A to wtasnie algorytm Euklidesa. I nic w tym
dziwnego, bo szukany kwadrat ma bok o dtugo$ci NWD(m, n).

Ponizszy rysunek prostokata 36 na 21 opisuje algorytm ,odcinania” kwadratéw,
ktéry prowadzi do znalezienia NWD(36, 21).

Obciecie kwadratu 21 na 21: NWD(36, 21) = NWD(15, 21),
obciecie kwadratu 15 na 15: NWD(15, 21) = NWD(15, 6),
obciecie dwoch kwadratéw 6 na 6: NWD(15, 6) = NWD(6, 3)
.Kafelkarz” dostrzegtby, ze zostaly mu dwa kwadratowe kafelki 3 na 3, roz-

miaru ktérych szukat. Algorytm Euklidesa za$ powiedziatby w tym momencie:
NWD(6, 3) = NWD(0, 3) = 3.

Odcinanie kwadratéw od prostokata 36 na 21 prowadzito do odciecia jednego
kwadratu, potem jeszcze jednego kwadratu, potem dwdch kwadratéw i to do-
prowadzito do trzech rownych kwadratéw obok siebie. Kazdy inny prostokat,
w ktérym proporcja bokéw bytaby jak 36 do 21, czyli jak 12 do 7 zachowatby sie
tak samo: 1, 1, 2 i 3 kwadraty. R6Zznica pomiedzy wiekszym (36 na 21) a mniej-
szym (12 na 7) bytaby w wielkos$ci ostatniego kwadratu. Ostatnim odcinanym
kwadratem wiekszego prostokata jest kwadrat 3 na 3, a mniejszego - kwadrat
lnal.

Odcinanie kwadratéw ma pewna przewage nad algorytmem Euklidesa, ktéry
bada dwie liczby catkowite, bo przy odcinaniu kwadratéw moga sie pojawic
i w dodatku maja sens prostokaty o bokach wymiernych, a nawet niewymier-
nych.
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Rozwigzania zadan

1. Liczby
1.1.3) 34‘25+1—24'25+155 3. (34)25_2 . (24)25 =5 3. 8125_2 . 1625 =5

b)
<)
d)
e)

=3 (1% -2 (1%)* =° 1; resztg jest 1

3102_2102 =5 32 . (34)25_ 22 . (24)25 =5 9. 8125_4 . 1625 =5 4. 125_4 . 125 =5 0
3103_210355 33,(34)25_23,(24)2555 27 - 125—8' 125552_355_1554
3104_ 2104 =5 34 . (34) 25 _ 24 . (24) 25 5 81 - 125_ 16 - 125 =5 1-1 =5 0

3105 2105=535_25=581.3-32=53-2=51

1.2.a) NWD(882, 735) = NWD(735, 147) = NWD(147, 0) = 147

b)

<)
d)

e)

NWD(1000001, 1000000) = NWD(1000000, 1) =NWD(1,0)=1
NWD(n(n+1),n+1)=NWD(n+1,0)=n+1
NWD(2(1+2+3+..+n)+1,n+1)=NWD(n(n+1)+1,n+1)=
=NWD(1,n+1)=NWD(1,0)=1
NWD((2n+1)(n+1),n+1)=NWD(n+1,0)=n+1

1.3.a) NWW(12,28)=4 - NWW(3,7)=4-3-7 =84

b)
<)
d)
e)

NWW(47,3)=47 -3

NWW(7 -13,13)=13-NWW(7,1)=13-7=91
NWW(n,n+1)=n(n+1)

NWW((2n+1)(n+1),n+1)=(n+1)- NWW2n+1,1)=(n+1)(2n+1)]

1.4. Niech D(a) oznacza zbiér dzielnikow liczby a, D(b) zbiér dzielnikow liczby
b i D(c) zbiér dzielnikdw liczby c.

a)
b)

d)

NWD(a, b, c) jest najwiekszym elementem zbioru D(a) m D(b) " D(c).

Tak, bo po lewej stronie jest najwiekszy element zbioru D(a) n D(b) m D(c).
Po prawej mamy najwiekszy element cze$ci wspdélnej zbioru D(c) i zbio-
ru wszystkich dzielnikow NWD(a, b). PokazaliSmy (wniosek 2, twier-
dzenie 1.7), ze zbior wszystkich dzielnikow NWD(a, b) i zbiér wspdlnych
dzielnikéw a i b, czyli D(a) N D(b), jest tym samym. Tak wiec z réwnosci
(D(a) ™ D(b)) N D(c)=D(a) " D(b) N D(c) wynika, Ze najwiekszy element obu
zbioréw jest ten sam.

Trzeba pokaza¢, ze jesli a < b, to NWD(a, b, c) = NWD(a, b — a, ¢). Wiemy z do-
wodu lematu Euklidesa (twierdzenie 1.5), ze D(a) N D(b) = D(a) n D(b — a).
Wobec tego D(a) N D(b)) N D(c) = D(a) N D(b — a)) N D(c). Zatem i najwiek-
szy element obu zbiorow jest ten sam. IdZmy krok dalej: w wyrazeniu
NWD(a, b, c) mozemy zastgpi¢ a i b przez mniejsza z nich i reszte z dzielenia
wiekszej przez mniejsza i, oczywiscie, to samo mozna zrobi¢ z dowolng para
sposrod liczb a, b, c.

NWD(234,567,890) = NWD(234,567 — 2 - 234,890 -3 - 234) =
=NWD(234,99, 188) = NWD(99, 234 -2 99,188 -99)=NWD(99, 36, 89) =
=NWD(36,99 -2 - 36,89 — 2 - 36)= NWD(36, 27, 17) = NWD(17, 10, 2) =
=NWD(2,0,1)=NWD(1,0,0)=1



