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1. LICZBY

Liczby naturalne  N  {0, 1, 2, 3, …}  Z  {… –3, –2, –1, 0, 1, 2, 3, …} 
Q  p

q
p q q: ,∈ ∈ ≠

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

Z Z i 0

 R.
C, wy-

W Q Z, 
Liczby całkowite. Dzielenie z resztą

Twierdzenie 1.1 
a i b, b 

q r, 0  r  b
a  q · b  r.

q jest  a b r

r a b

a b -
a  b.

–3. 
–
– –3.   –4 · (–3) – 4 · 3 

–14  –5 · 3 –
–14  5 · (–3) 
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W
W2 a b a –b.
W3 a b jest q a –b jest –q.
W4 a b a

b.
W5 a c jest r1 b c jest r2, 

c
a  b i r1  r2
a – b i r1 – r2
ab i r1r2

W r a b  r  b .
W2 i W3 a  qb  r, to a  –q(–b)  r.
W4 k a  qb  r, to a – kb  (q – k) b  r.
W5 a  q1c  r1, b  q2c  r2.

a  b  q1c  q2c  r1  r2  (q1  q2)c  r1  r2
a – b  q1c – q2c  r1 – r2  (q1 – q2)c  r1 – r2 
a · b  (q1c  r1)(q2c  r2)  q1q2c2  q1r2c  q2r1c  r1r2   (q1q2c  q1r2  q2r1)c  r1r2

c.   
100  3100

100  3100  1625  8125 W3
W , 

100 – 2100
a i b c a c b.

1.1. 101 – 2101 102 – 2102103 – 2103104 – 2104105 – 2105



1. Liczby 7

Dzielniki i wielokrotności. Indukcja matematyczna

-

-

-
1
1

2

1

3
, , , ...

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

Twierdzenie 1.2 

A

-
m -

a i b m  ab. 
a i b

m 
m

m -
a, i b m
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m -
A -

Twierdzenie 1.3 
A N

A (0  A)
k A k A 

A  N. 
B A B -

m m – A m – A, to i m A m A i B
B A

n  3, 4, 5, … 
A jest {3, 4, 5, …}. 

2n  132n – n  0, 1, 2, 3, …
A n 2n  132n – 2 jest 1. n  0412 · 0  132 · 0 – 2  1  1 – 2  A.

k  A412(k  1)  132(k  1) – 2  412 · 412k  132 · 132k – 2   132 · 412k  132 · 132k – 132 · 2  132 · 2  (412 – 132) · 412k – 2   132(412k  132k – 2)  132 · 2  (412 – 132) · 412k – 2  132(412k  132k – 2)  2 · (132 – 1)  (41 – 13)(41  13) · 412k  132(412k  132k – 2)  2 · 12 · 14  28 · (41  13) · 412k   132(412k  132k – 2)  28 · (12  54 · 412k)   132(412k  132k – 2)  28 · 6 · (2  9 · 412k)  132(412k  132k – 2)  168 · (2  9 · 412k) 412k  132k – k  A. 168 · (2  9 · 412k) 2(k  1)  132(k  1) – 2 jest 
k  1  A.
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A  N n  0, 1, 2, … wyra-2n  132n –
Twierdzenie 1.4 

A N

A (0  A)
k k – 1 -

A, to k A 
A  N.

B A B 
m m – 2, m – A

m A m A i B -
B A 

an, n 
a1  1, a2  3, a3 n an  an – 1  an – 2  an – 3 -

A n, n an1. a1, a2, a3 A.
k a1, a2, …, ak – 1 -

A
ak  ak – 1  ak – 2  ak – 3

k A.
A -

an, n 
-

p
p}.
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{1, 2, 3, …}.
a i b

a i b. 
NWD(a, b).

a  0.
NWD(0, 0) nie istnieje.
NWD(a, b)  NWD(b, a)
NWD(a, 0)  a
NWD(a, a)  a

a  b, to NWD(a, b)  a. 
a a

a i b a a b -
a i b.

a i b
a i b a i b 

NWD(a, b)  1.
Twierdzenie 1.5 1

a, b  Z a  b
NWD(a, b)  NWD(a – b, b). -

1
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NWD(a, b)  NWD(a – kb, b), 
k a b.

Twierdzenie 1.6 
a, b  oraz a  b k

NWD(a, b)  NWD(a – k · b, b).
a i b

a – kb i b. 
a i b jest zawarty 

a – kb i b ci a, i b a – kb a, 
b i a – kb i b a – kb i b.

a – kb i b jest zawarty 
a i b c

a – kb i b (a – kb)  kb  a a, i b, i a – kb a i b
a i b. 

a i b b i a – kb 
NWD(a, b) i NWD(a – kb, b).   

a i b
a  b d  NWD(a, b).

b  0, to d  a b -
a i b

NWD(437, 323)  NWD(323, 437 – 323)  NWD(323, 114)  NWD(114, 323 – 2 · 114)  NWD(114, 323 – 228)  NWD(114, 95)   NWD(95, 114 – 95)  NWD(95, 19)  
 NWD(19, 95 – 5 · 19)  NWD(19, 0)  19

a  5775 i b 
a i b.
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NWD(5775, 2015). 
a  5775, b  2015.

a 5775 2015 b

a – 2b 2015 – 2 · 2015  1745 2015 b

a – 2b 1745 2015 – 1745  270 b –  · (a – 2b)  –a  3b

a – 2b – (–a  3b)   7a – 20b
1745 –  · 270  125 270 –a  3b

7a – 20b 125 270 – 2 · 125  20 –a  3b – 2(7a – 20b)  –15a  43b7a – 20b –  · (–15a  43b)  97a – 278b 125 –  · 20  5 20 –15a  43b

a – b 5 20 – 4 · 5  0 –15a  43b – 4 · (97a – 278b)  –403a  1155b

NWD(5775, 2015) 
NWD(5775, 2015)   · 5775 –  · 2015.

a i b
xa  yb x i y

NWD(5775, 2015)

NWD(a, b)
a i b jest NWD(a, b).

NWD(5776, 2016)jest NWD(5776, 2016).
a 5776 2016 b

a – 2b 5776 – 2 · 2016  1744 2016 b

a – 2b 1744 2016 –  · 1744  272 b – (a – 2b)  –a  3b

a – 2b – (–a  3b)   7a – 20b
1744 –  · 272  112 272 –a  3b



1. Liczby 13

7a – 20b 112 272 – 2 · 112  48 –a  3b – 2(7a – 20b)  –15a  43b7a – 20b – 2 · (–15a  43b)  37a – 106b 112 – 2 · 48  16 48 –15a  43b

37a – 106b 16 48 – 3 · 16  0 –15a  43b – 3 · (37a – 106b)  –126a  361b

NWD(5776, 2016)  16 i NWD(5776, 2016)  37 · 5776 – 106 · 2016.
Twierdzenie 1.7

a i b
x i y NWD(a, b)  xa  yb. 

a i b
a  i b a   a i b   b

a , i b a i b. 
a  i b a  i b a , i b  

a  i b
a i b a i b a , i b

a i b NWD(a, b) a i b.   
a i b

a i b NWD(a, b). 
a i b

a i b NWD(a, b)
a i b.   

NWD(a, b) -
a i b.

a i b NWD(a, b). 
NWD(a, b) a i b NWD(a, b) a, i b a i b.   

Twierdzenie 1.8 
a i b --

a i b NWD(a, b).
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a i b -
a  1 · b  a  b -

a i b
a i b

a i b xa  yb
xa  yb a a  0, to xa  yb a a 
xa  yb a a xa  yb r, 0  r  xa  yb k a  k(xa  yb)  r. 

r r  (1 – kx) · a – ky · b, 
r a i b -

xa  yb a
xa  by b xa  ybi a, i b a i b xa  yb  NWD(a, b)

NWD(a, b) a i b xa  yb NWD(a, b)  xa  yb
xa  yb  NWD(a, b).   
Twierdzenie 1.9 

a  bc i NWD(a, b)  1, to a  c.
NWD(a, b) -

a i b x i y
NWD(a, b)  1  xa  yb c  c · 1  c · (xa  yb)  cx · a  y · bc

a  c.   
--

Twierdzenie 1.10 

-
a a  p1p2…pn i a  q1q2…qm -kie pi i qj pi

qj a pi
a
p1, p2, …, pn}  {q1, q2, …, qm}  a p1

p1  q1q2… qm – 1qm p1 i qm -
p1  q1q2…qm – 1 p1  q1
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a i b to naj-
a b

NWW(a, b).
Twierdzenie 1.11 

a  c i b  c, to NWW(a, b)  c.
NWW(a, b)  c q i r,0  r NWW(a, b) c  k · NWW(a, b)  r

a  c i b  c, to i a  r, i b  r NWW(a, b) -
a i b NWW(a, b) c.   

Twierdzenie 1.12 
a, b i c

NWD(ac, bc)  c · NWD(a, b) 
NWW(ac, bc)  c · NWW(a, b) 
NWD(ac, bc)  xac  ybc

ac i ab xac ybc  c(xa yb)
xa  bc a i b -
NWW(ac, bc) ac bc c. 

NWW ab ac
ac

NWW ac bc
c
a

, ,
( )

=

( )

i NWW ab ac
bc

NWW ac bc
c
b

, ,
( )

=

( )

NWW ac bc
c

NWW a b
, ,( )

≥ ( ) NWW(ac, bc)  c · NWW(a, b). 
c · NWW(a, b) ac bc

c · NWW(a, b)  NWW(ca, cb).   
Twierdzenie 1.13 

a i b NWD(a, b)  1, to NWW(a, b)  ab.
1.2. (NWD)

NWD(882, 735) 
NWD(1000001, 1000000) 
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NWD(2(1  2  3 …  n), n  1) 
NWD(2(1  2  3 …  n)  1, n  1) 
NWD(2n2  3n  1, n  1)

1.3. 
NWW(12, 28)
NWW(47, 3)
NWW(7 · 13, 13)
NWW(n, n  1)
NWW(2n2  3n  1, n  1)

1.4. NWD(a, b, c)
NWD(a, b, c)  NWD(NWD(a, b), c)

NWD 
NWD(234, 567, 890).

1.5. a  bcd i NWD(a, c)  1 i NWD(a, d)  1, to a  b.
Algorytm Euklidesa i „odcinanie” kwadratów

m na n  m  n --

m – 2n n

l2 l1

n

n

m

-
n na n l1 -

n
n na n l2

m na n -
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n na m – 2n

NWD(m, n).
NWD(36, 21).

NWD(36, 21)  NWD(15, 21), 
NWD(15, 21)  NWD(15, 6), 

NWD(15, 6)  NWD(6, 3) -
NWD(6, 3)  NWD(0, 3)  3.

-
-

1 na 1.
-



Rozwiązania zadań
1. Liczby
1.1. 4 · 25  1 – 24 · 25  1 5 3 · (34)25 – 2 · (24)25 5 3 · 8125 – 2 · 1625 5 5 3 · (14)25 – 2 · (14)25 5102 – 2102 5 32 · (34) 25 – 22 · (24) 25 5 9 · 8125 – 4 · 1625 5 4 · 125 – 4 · 125 5 0103 – 2103 5 33 · (34) 25 – 23 · (24) 25 5 27 · 125 – 8 · 125 5 2 – 3 5 –1 5 4104 – 2104 5 34 · (34) 25 – 24 · (24) 25 5 81 · 125 – 16 · 125 5 1 – 1 5 0105 – 2105 5 35 – 25 5 81 · 3 – 32 5 3 – 2 5 1
1.2. NWD(882, 735)  NWD(735, 147)  NWD(147, 0)  147

NWD(1000001, 1000000)  NWD(1000000, 1)  NWD(1, 0)  1
NWD(n(n  1), n  1)  NWD(n  1, 0)  n  1
NWD(2(1  2  3 …  n)  1, n  1)  NWD(n(n  1)  1, n  1)   NWD(1, n  1)  NWD(1, 0)  1
NWD((2n  1)(n  1), n  1)  NWD(n  1, 0)  n  1

1.3. NWW(12, 28)  4 · NWW(3, 7)  4 · 3 · 7  84
NWW(47, 3)  47 · 3
NWW(7 · 13, 13)  13 · NWW(7, 1)  13 · 7  91
NWW(n, n  1)  n(n  1)
NWW((2n  1)(n  1), n  1)  (n  1) · NWW(2n  1, 1)  (n  1)(2n  1)]

1.4. D(a) a, D(b)
b i D(c) c.

 NWD(a, b, c) D(a)  D(b)  D(c).
D(a)  D(b)  D(c). 

D(c) -
NWD(a, b) -

NWD(a, b)
a i b D(a)  D(b)  

(D(a)  D(b))  D(c)  D(a)  D(b)  D(c)

a  b, to NWD(a, b, c)  NWD(a, b – a, c) -
D(a)  D(b)  D(a)  D(b – a). 

D(a)  D(b))  D(c)  D(a)  D(b – a))  D(c) -
NWD(a, b, c) a i b

a, b, c.
NWD(234, 567, 890)  NWD(234, 567 – 2 · 234, 890 – 3 · 234)   NWD(234, 99, 188)  NWD(99, 234 – 2 · 99, 188 – 99)  NWD(99, 36, 89)   NWD(36, 99 – 2 · 36, 89 – 2 · 36)  NWD(36, 27, 17)  NWD(17, 10, 2)   NWD(2, 0, 1)  NWD(1, 0, 0)  1   


